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Estimation des vitesses a` partir de la mesure des
de´placements pour une e´quation des ondes
Pierre Rouchon ∗
7 avril 2010
Cette note a pour origine le se´minaire donne´ par Mathias Fink le 2 avril au laboratoire Jacques-
Louis Lions. Il y soulevait une question inte´ressante: l’estimation du champ spatial des vitesses de
propagation a` partir de la mesure en temps re´el du champ des de´placements. Cette note sugge`re
que les observateurs asymptotiques non-line´aires avec re´glage des gains reposant sur deux e´chelles
de temps pourraient donner une re´ponse raisonnable a` cette question.
L’e´quation des ondes et le filtre estimant les vitesses
On suppose que le de´placement mesure´ u(t, r) obe´it a` une equation des ondes dans le domaine Ω
(dimension 2 ou 3) ou` r varie:
∂2u
∂t2
= ∇ · (p∇u) dans Ω, ∂u
∂n
= 0 sur ∂Ω.
On souhaite estimer le champ p(r) = c2(r) > 0 de´pendant uniquement de r. Il convient de mettre
le syste`me sous la forme de deux equations d’ordre un en temps:
∂u
∂t
= v,
∂v
∂t
= ∇ · (p∇u).
On note alors uˆ, vˆ et pˆ les estime´es de u, v et p. Elles obe´issent aux e´quations suivantes ou` les
mesures u(t, r) sont vues comme des termes sources:
∂uˆ
∂t
= vˆ − ku(uˆ− u)
∂vˆ
∂t
= ∇ · (pˆ∇uˆ)− kv(uˆ− u)
∂pˆ
∂t
= kp ∇uˆ ·∇(uˆ− u)
Les gains ku, kv et kp sont positifs et donne´s en fonction d’un petit parame`tre 0 < ￿￿ 1 homoge`ne
a` un temps:
ku =
k¯u
￿ , kv =
k¯v
￿2 , kp =
k¯v
￿2τ(∆u¯)2
,
avec k¯u, k¯v > 0 constantes sans dimension, τ > 0 une constante de temps caracte´ristique de la
convergence de pˆ et ∆u¯ > 0 la taille caracte´ristique du Laplacien de u. Nous allons voir que ce
syste`me dynamique instationnaire, dont les estime´es uˆ, vˆ et pˆ sont solutions, est stable pour ce
choix des gains ku, kv et kp, choix reposant sur deux e´chelles de temps: une convergence rapide
de uˆ et vˆ (e´chelle de temps ￿); une convergence lente de pˆ (e´chelle de temps τ). La stabilite´ veut
dire que ce syste`me dynamique oublie sa condition initiale et donc fonctionne comme un filtre. La
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construction de ce filtre repose sur un mode`le dynamique des donne´es (ici l’e´quation des ondes):
c’est donc un observateur asymptotique1.
Un mode`le re´duit reposant sur l’oscillateur harmonique
Pour comprendre la structure de cet observateur non-line´aire et la fac¸on dont les gains ku, kv et
kp sont choisis, il est utile de conside´rer dans un premier temps un mode`le re´duit de dimension
finie. L’e´quation des ondes devient alors un oscillateur harmonique de position u, de vitesse v et
de pulsation
√
p:
d
dtu = v,
d
dtv = −pu
On mesure en temps re´el de la position u(t). On souhaite estimer p > 0. Les estime´es uˆ, vˆ et pˆ
obe´issent a` la dynamique suivante:
d
dt uˆ = vˆ − ku(uˆ− u), ddt vˆ = −pˆuˆ− kv(uˆ− u), ddt pˆ = kpuˆ(uˆ− u)
ou` les gains ku, kv et kp sont donne´s en fonction d’un petit parame`tre 0 < ￿￿ 1 par
ku =
k¯u
￿ , kv =
k¯v
￿2 , kp =
k¯p
￿2
avec k¯u, k¯v > 0 gains constants et k¯p > 0 gain pouvant de´pendre du temps. Des calculs e´le´mentaires
donnent la dynamique suivante pour les erreurs u˜ = uˆ− u, w˜ = ￿2(vˆ − v) et q˜ = ￿2(pˆ− p)
d
dt u˜ =
w˜ − k¯uu˜
￿
, ddt w˜ =
−(k¯v + q˜ + ￿2p)u˜− uq˜
￿
, ddt q˜ = k¯p(u˜+ u)u˜.
Les variables u˜ et w˜ sont des variables rapides. La variable q˜ est lente. (u˜, w˜) se stabilisent
rapidement et ve´rifient a` des termes d’ordre un en ￿ (syste`me lent/rapide sous la forme standard
de Tikhonov et approximation quasi-statique):
u˜ = − uq˜
k¯v + q˜ + ￿2p
, v˜ = − k¯uuq˜
k¯v + q˜ + ￿2p
.
La dynamique de q˜ est donc au premier ordre en q˜ et ￿:
d
dt q˜ ≈ −
k¯pu2
k¯v
q˜.
Ainsi q˜ converge localement vers 0 et donc p˜ = pˆ−p converge aussi avec 0 quand t tends vers +∞.
On peut meˆme re´gler l’e´chelle de temps de convergence τ > 0 posant k¯p =
k¯v
τ(u2+u¯2) ou` u¯ > 0 est
une valeur caracte´ristique de |u|. En eﬀet on aura alors
d
dt q˜ ≈ −
u2
u2 + u¯2
q˜
τ
.
Retour a` l’e´quation des ondes
Reprenons la de´marche pre´ce´dente pour l’e´quation des ondes et l’observateur asymptotique re´git
par le syste`me aux de´rive´es partielles (kp =
k¯p
￿2 ):
∂uˆ
∂t
= vˆ − k¯u￿ (uˆ− u)
∂vˆ
∂t
= ∇ · (pˆ∇uˆ)− k¯v￿2 (uˆ− u)
∂pˆ
∂t
= k¯p￿2 ∇uˆ ·∇(uˆ− u)
1Le filtre de Kalman e´tendu est un type particulier d’observateur asymptotique ou` les gains sont donne´s par une
e´quation diﬀe´rentielle matricielle de Riccati. Les observateurs asymptotiques sont souvent utilise´s pour les syste`mes
non-line´aires de´crits par des e´quations diﬀe´rentielles ordinaires avec une forte structure (passivite´, contraction,
syme´tries, . . . ).
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On pose donc u˜ = uˆ− u, w˜ = ￿(vˆ − v) et q˜ = ￿2(pˆ− p). On a alors
∂u˜
∂t
= wˆ−k¯uu˜￿
∂w˜
∂t
= ∇·(q˜∇u)+∇·(q˜∇u˜)+￿
2∇·(p∇u˜)−k¯vu˜
￿
∂q˜
∂t
= k¯p ∇(u˜+ u) ·∇u˜
Ainsi u˜ et w˜ sont des variables rapides qui suivent de fac¸on quasi-statique la variable lente q˜ avec
au premier ordre en q˜ et en ￿ (e´quations approximatives de la ”couche limite”)
w˜ = k¯uu˜, u˜ =
1
k¯v
∇ · (q˜∇u).
Ainsi la dynamique lente de q˜ s’e´crit toujours au premier ordre en q˜ et ￿:
∂q˜
∂t
≈ k¯p
k¯v
∇u ·∇ (∇ · (q˜∇u)) .
Suite a` une inte´gration par partie ou` les termes de bord sont nuls, on obtient ( k¯
p
k¯v
suppose´
inde´pendant de r)
d
dt
￿￿
Ω
q˜2
￿
= −2
￿
Ω
k¯p
k¯v
(∇ · (q˜∇u))2 .
Ainsi la norme L2 de q˜ de´croˆıt vers 0. La norme L2 de q˜ est une fonction de Lyapounov pour la
dynamique lente de q˜, cela pourvu de k¯p soit positif. Il est assez tentant de choisir k¯p de fac¸on a`
compenser (∆u)2,
k¯p =
k¯v
τ(∆u¯)2
,
avec τ > 0 une constante de temps caracte´ristique de la convergence de q˜ et avec ∆u¯ > 0 la taille
caracte´ristique du Laplacien de u. D’autres re´glages de k¯p sont possibles . . .
Pre´-filtrage spatial
Comme les donne´es u(t, r) sont bruite´es il peut eˆtre inte´ressant d’eﬀectuer un pre´-filtrage spatial
et de conside´rer la convolution de u avec une fonction φ positive, re´gulie`re, a` support compact
autour de l’origine et ve´rifiant
￿
Ω φ = 1. On pose donc
um(t, r) ≡ φ ∗ u(t,r) =
￿
Ω
φ(r − r￿)u(t, r￿) dr￿.
Alors um est solution du syste`me inte´gro-diﬀe´rentiel
∂um
∂t
(t, r) = vm(t, r),
∂vm
∂t
(t, r) =
￿
Ω
p(r￿) ∇φ(r−r￿) ·∇u(t,r￿) dr￿ ≡ ∇φ ∗ (p∇u)(t,r)
On note alors uˆm, vˆm et pˆ les estime´es de um, vm = φ ∗ v et p. Elles obe´issent aux e´quations
suivantes ou` les mesures brutes u(t, r) et pre´-filtre´es um(t, r) sont vues comme des termes sources:
∂uˆm
∂t
= vˆm − ku(uˆm − um)
∂vˆm
∂t
= ∇φ ∗ (pˆ∇u)− kv(uˆm − um)
∂pˆ
∂t
(t, r) = −kp
￿
Ω
￿
(uˆm − um)(t,r+r￿) ∇φ(r￿) ·∇u(t,r)
￿
dr￿
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ou`
ku =
k¯u
￿
, kv =
k¯v
￿2
, kp =
k¯p
￿2
,
avec k¯u, k¯v > 0 constantes sans dimension, 0 < ￿ ￿ 1 homoge`ne a` un temps, k¯p > 0 un gain que
l’on fixera plus loin. On pose u˜m = uˆm − um, w˜m = ￿2(vˆm − vm) et q˜ = ￿2(pˆ− p). On a
∂u˜m
∂t
=
w˜m − k¯uu˜m
￿
∂v˜m
∂t
=
∇φ ∗ (q˜∇u)− k¯vu˜m
￿
∂q˜
∂t
(t, r) = −k¯p
￿
Ω
￿
u˜m(t,r+r￿) ∇φ(r￿) ·∇u(t,r)
￿
dr￿
Les quantite´s u˜m et w˜m convergent donc rapidement vers
1
k¯v
∇φ ∗ (q˜∇u) et k¯p
k¯v
∇φ ∗ (q˜∇u), respec-
tivement. Ainsi q˜ e´volue lentement selon
∂q˜
∂t
(t, r) = − k¯p
k¯v
￿
Ω
￿∇φ ∗ (q˜∇u)(t,r+r￿) ∇φ(r￿) ·∇u(t,r)￿ dr￿.
Un calcul direct montre la de´croissance de la norme L2 de q˜ (fonction de Lyapounov):
d
dt
￿
1
2
￿
Ω
q˜2
￿
= − k¯p
k¯v
￿
Ω
￿￿
Ω
q˜(t,r￿)∇φ(r−r￿) ·∇u(t,r￿)dr￿
￿2
dr ≤ 0.
Un premier choix raisonnable pour k¯p (qui peut de´pendre de t mais pas de r dans le calcul
pre´ce´dent) serait donc
k¯p =
k¯v
￿
Ω dr
τ
￿￿
Ω
￿￿
Ω∇φ(r−r￿) ·∇u(t,r￿)dr￿
￿2
dr +
￿
Ω
￿￿
Ω∇φ(r−r￿) ·∇u¯(r￿)dr￿
￿2
dr
￿
ou` τ est une constante de temps et u¯ est un champs caracte´ristique de u. D’autres choix sont ici
possibles.
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